Can one hear the shape of several drums?
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“Mathematics is the part of physics where
experiments are cheap.

V.I. Arnol'd

V.I. Arnol'd, “On teaching mathematics”

3
TUDelft




“Mathematics is the part of physics where
experiments are cheap.

“To the question
‘what is 2 + 3’

a French primary school pupil replied:

‘3 + 2, since addition is commutative.’

V.I. Arnol'd

V.I. Arnol'd, “On teaching mathematics”
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Het onderwerp van deze voordracht is een fraai voorbeeld van:

COMMUNICATIONS ON PURE AND APPLIED MATHEMATICS, VOL.X111, 001-14 (1960)

The Unreasonable Effectiveness of Mathematics
in the Natural Sciences

Richard Courant Lecture in Mathematical Sciences delivered at New York University,
May 11, 1959

EUGENE P. WIGNER

Princeton University
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2 82 82
Wikl + —— duikt overal op:
X

De Lapl tor A = —5
e Laplace operator 3 52 " 922
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2
De Laplace operator A =

0?2 0?2
o2 "oy T o2

duikt overal op:

diffusievergelijking
Ou
E = AU
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2 82 82
De Lapl tor A = —
e Laplace operator 2 + 8y2 a7

-5 duikt overal op:

diffusievergelijking

vloeistofmechanica

0
a*LtIZAU ou

E:Au—(u-V)u
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De Laplace operator A = 2 + 8y2 e

a3 duikt overal op:

diffusievergelijking . .
vloeistofmechanica
du
— =A

ot 4 Ou

Ep— _— . 2
o = Au—(u-Vju Ou
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62 82 82

De Laplace operator A = 2 + 8y2 e

a3 duikt overal op:

diffusievergelijking vloeistofmechanica

ou
A
ot~ ~Y —8u=Au—(u-V)u 2u
o g A
Reden?
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2 2 2
J 0 8 — 5 duikt overal op:

De Laplace operator A = 2 + 8y2 e

diffusievergelijking vloeistofmechanica

ou
A
ot ! @:Au—(u-V)u 0%u
ot — = Au
ot?

Reden? Symmetrie! De Laplace operator is (in zekere zin) de enige translatie-
en rotatie-invariante lineaire operator op C*°(R").
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Het verband tussen de golfvergelijking en muziek werd al
opgemerkt door Pythagoras (ca. 570-495 v.Chr.)

“Alles is getal”
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Pythagoras ontdekte het verband tussen trillingsfrequenties en
toonhoogten:

Harmonieuze intervallen = geheeltallige frequentieverhoudingen
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Frequenties van een object D
—

Eigenwaarden van —A op D
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Frequenties van een object D
—
Eigenwaarden van —A op D

Stelling: De Laplace operator heeft een discrete rij eigenwaarden.

Gevolg: leder object heeft een discrete rij frequenties wp:
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Frequenties van een object D
<~
Eigenwaarden van —A op D

Stelling: De Laplace operator heeft een discrete rij eigenwaarden.

Gevolg: leder object heeft een discrete rij frequenties wp:

: : —\/\, :

0 w1 w2 Wn

Voorbeeld: Voor een snaar geldt w, = n
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Voorbeeld: Een rond membraan

mode 01
w = 2.40483
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Voorbeeld: Een rond membraan

mode 02
w = 5.52008
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Voorbeeld: Een rond membraan

mode 11
w = 3.83171
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Voorbeeld: Een rond membraan

mode 12
w = 7.01559
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Voorbeeld: Een rond membraan

mode 21

3
TUDelft




Voorbeeld: Een rond membraan

mode 22
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Voorbeeld: Een rond membraan

mode 31
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Voorbeeld: Een rond membraan

mode 32
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Voorbeeld: Een rond membraan

mode 41
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Voorbeeld: Een rond membraan

mode 51
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Dit leidt tot een interessant wiskundig probleem:
(Mark Kac, 1966):

“Can one hear the shape of a drum?”
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Dit leidt tot een interessant wiskundig probleem:
(Mark Kac, 1966):

“Can one hear the shape of a drum?”
Oftewel:

Karakteriseren de frequenties het
object?
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Dit leidt tot een interessant wiskundig probleem:
(Mark Kac, 1966):

“Can one hear the shape of a drum?”

Oftewel:

Karakteriseren de frequenties het
object?

Wiskundig uitgedrukt:

Volgt uit

0(_AD1) = U(_AD2)

dat Dy en D, congruent zijn?
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Gegeven een begrensd gebied D in R”, zij o(—Ap) = {1, A2, ... },
geordend volgens
0< <<, ..
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Gegeven een begrensd gebied D in R”, zij o(—Ap) = {1, A2, ... },
geordend volgens
0< A< <.

Laten we eens kijken naar N(\) := #{n>1: X\, < A}

Voorbeeld: De kubus @ = [0, a] x [0, b] in R?.
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Gegeven een begrensd gebied D in R”, zij o(—Ap) = {1, A2, ... },
geordend volgens
0< A< <.

Laten we eens kijken naar N(\) := #{n>1: X\, < A}

Voorbeeld: De kubus @ = [0, a] x [0, b] in R?.

Eigenfuncties:

9jk(x,y) = sin(ZTx)sin(47 y)

met eigenwaarden

Nk = (22 + (552 (j,k e N)
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Gegeven een begrensd gebied D in R”, zij o(—Ap) = {1, A2, ... },
geordend volgens
0< <<, ..

Laten we eens kijken naar N(\) := #{n>1: X\, < A}

Voorbeeld: De kubus @ = [0, a] x [0, b] in R?.

Eigenfuncties:
k

j.k(x:y) = sin(x) sin(47 y)
met eigenwaarden

Nk = (5P +(5)? (.keN)

a

. N(A) = #{(j, k) € N x N binnen de ellips (£x)? + (Fy)? < A}
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Gegeven een begrensd gebied D in R”, zij o(—Ap) = {1, A2, ... },
geordend volgens
0< <<, ..

Laten we eens kijken naar N(\) := #{n>1: X\, < A}

Voorbeeld: De kubus @ = [0, a] x [0, b] in R?.

Eigenfuncties:
k

j.k(x:y) = sin(x) sin(47 y)
met eigenwaarden

Nk = (5P +(5)? (.keN)

a

- N\

#{(, k) € N x N binnen de ellips (%x)Q + (%y)z <A
~ 1 Vaavib _ A@Q)

— 4 7 T 4

A
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In 1912 bewees Hermann Weyl:
Stelling (Weyl) In d dimensies geldt

(2m)d . N(N)

A(D): Wg A—o0 /2

met wy het volume van de eenheidsbol.

Hermann Weyl
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In 1912 bewees Hermann Weyl:
Stelling (Weyl) In d dimensies geldt

)9
AD) = (2wd) ,\ILmoo /;\If(’;\g

met wy het volume van de eenheidsbol.

Met andere woorden:

One can hear the area of a drum!
Hermann Weyl
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Stelling van Weyl, schets van het bewijs:

e Minimax lemma: De n-de eigenwaarde wordt gegeven door de

formule I ||2
Vu
Ap= inf (SUP #)
dim(U)=n\ueu [lull}z(p

waarbij het supremum wordt genomen over alle deelruimten U
van H}(D) met dim(U) = n.
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De oberservatie die schuilgaat achter deze mysterieuze formule is vrij eenvoudig:

(i) De eigenvectoren u, vormen een orthonale basis voor L*(D);

(ii) Via partiéle integratie zien we dat

||Vu||f2(D) :/Vu-Vu:—/Au~u
D D

= (-A Y (elu)w) = (~A (@) ) = X M(wlu)F:
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De oberservatie die schuilgaat achter deze mysterieuze formule is vrij eenvoudig:

(i) De eigenvectoren u, vormen een orthonale basis voor L*(D);

(ii) Via partiéle integratie zien we dat

||Vu||fz(D) :/Vu-Vu:—/Au~u
D D

= (-A Y (elu)w) = (~A (@) ) = X M(wlu)F:
(iii) Alsu L u1,...,up—1,

D o NlCulw)P =Y NIl = XD I(ulw)? = X > 1 (wlw) P = Aallulfz )
j=1 j=n j=n =1
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De oberservatie die schuilgaat achter deze mysterieuze formule is vrij eenvoudig:

(i) De eigenvectoren u, vormen een orthonale basis voor L*(D);

(ii) Via partiéle integratie zien we dat

||Vu||fz(D) = / Vu-Vu= —/ Au-u
D D
= (a2 wu),u) = (-8 Y (uly), u) = 3" Al(ulw)P.
j=1 j=1 j=1

(iii) Alsu L u1,...,up—1,

oMl = Do NIl = X D I(ulu)? = X Y (ulu)* = Aallullizp)-

=1 Jj=n j=n =1
Hieruit volgt het minimax lemma gemakkelijk:

e '<’: jedere n-dimensionale U bevat een vector u # 0 met v L w1,..., Un—1;
e '>'": neem een n-dimensionale U die u, bevat.
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Stelling van Weyl, schets van het bewijs:

e Minimax lemma: De n-de eigenwaarde wordt gegeven door de

formule I ||2
Vu
An= _inf (SUP #)
dim(U)=n\ycu HUHL2(D)

waarbij het supremum wordt genomen over alle deelruimten U
van H}(D) met dim(U) = n.

3
TUDelft




Stelling van Weyl, schets van het bewijs:

e Minimax lemma: De n-de eigenwaarde wordt gegeven door de

formule IVl
Vu
Ap = inf (sup #)
dim(U)=n\ucU ||UHL2(D)
waarbij het supremum wordt genomen over alle deelruimten U
van H}(D) met dim(U) = n.
o Ergeldt D'C D = X\, <\, wegens H}(D') C Hj(D).
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Stelling van Weyl, schets van het bewijs:

e Minimax lemma: De n-de eigenwaarde wordt gegeven door de

formule IVu[2
Vu
)\n = mf (SUP 2L2(D)>
dim(U)=n\ycu ||UHL2(D)

waarbij het supremum wordt genomen over alle deelruimten U

van H}(D) met dim(U) = n.
o Ergeldt D'C D = X\, <)\, wegens H}(D') C H}(D).
o Weyl geldt voor kubussen.
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Stelling van Weyl, schets van het bewijs:

e Minimax lemma: De n-de eigenwaarde wordt gegeven door de

formule IVu[2
Vu
)\n = mf (SUP 2L2(D)>
dim(U)=n\ycu ||UHL2(D)

waarbij het supremum wordt genomen over alle deelruimten U

van H}(D) met dim(U) = n.
o Ergeldt D'C D = X\, <)\, wegens H}(D') C H}(D).
o Weyl geldt voor kubussen.

o Weyl geldt voor eindige verenigingen van kubussen.
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Stelling van Weyl, schets van het bewijs:

e Minimax lemma: De n-de eigenwaarde wordt gegeven door de

formule IVu[2
Vu
)\n = |nf (SUP 2L2(D)>
dim(U)=n\ycu ||UHL2(D)
waarbij het supremum wordt genomen over alle deelruimten U
van H}(D) met dim(U) = n.
Ergeldt D' C D = )\, <\, wegens H}(D') C H}(D).
Weyl geldt voor kubussen.

Weyl geldt voor eindige verenigingen van kubussen.

Benader D met eindige verenigingen van kubussen.
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Terug naar de kubus Q = [0, a] x [0, b]

1 b
Herinner de bovengrens N(\) < WQ\/_T.
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Terug naar de kubus Q = [0, a] x [0, b]

1 b
Herinner de bovengrens N(\) < 477QL
s s

Als we de ellips één unit naar links en één unit naar beneden
verschuiven krijgen we de ondergrens

1 Via Vb \f)\aiﬁb

4 T T T T

N(N) >
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Terug naar de kubus Q = [0, a] x [0, b]

1
Herinner de bovengrens N(\) < - QQ
T

Als we de ellips één unit naar links en één unit naar beneden
verschuiven krijgen we de ondergrens

lﬂ\/_a\/_b \/Xa_\/Xb
AQ, 4R
T VA

N(A) =

~

(met A = oppervlak, L = omtrek).
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Ake Pleijel bewees in 1954:

Stelling. Voor een domein D C R? met gladde rand geldt, als

A — 00!
A(D) L

N === - féz)ﬁJr 0(1)
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Ake Pleijel bewees in 1954:

Stelling. Voor een domein D C R? met gladde rand geldt, als

A — 00!
A(D) L

N === - if)ﬁJr 0(1)

Met andere woorden:

One can hear the circumference of a drum
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Ake Pleijel bewees in 1954:

Stelling. Voor een domein D C R? met gladde rand geldt, als
A — oo:

AD), _LD) 5, 0(1)

N(\) = —
() v i

Met andere woorden:

One can hear the circumference of a drum

In combinatie met de isoperimetrische ongelijkheid L > 47 A volgt
ook:

One can hear whether a drum is circular
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Het blijkt makkelijker de eigenwaarden te ‘tellen’ aan de hand van de
warmtehalfgroep e~ t4:
Voor t | 0 geldt de spoorformule

—tA
tr(e”! D):th - =

Dit is slechts een topje van de ijsberg!
Tal van diepe verbanden met andere delen van de wiskunde
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Mark Kac gaf in 1966 een heuristisch argument voor de formule:
Stelling. Voor D C R? samenhangend met gladde rand geldt, als

A — 00!
1
t(et2e) = 00 8L 2 )+ oy

met g het aantal gaten in D.
Een bewijs werd in 1967 gevonden door McKean en Singer.
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Mark Kac gaf in 1966 een heuristisch argument voor de formule:
Stelling. Voor D C R? samenhangend met gladde rand geldt, als

A — 00!
1
t(et2e) = 00 8L 2 )+ oy

met g het aantal gaten in D.
Een bewijs werd in 1967 gevonden door McKean en Singer

One can hear the number of holes in a drum
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Mark Kac gaf in 1966 een heuristisch argument voor de formule:
Stelling. Voor D C R? samenhangend met gladde rand geldt, als

A — 00!
AD) iL(B) 1
tr(e*tAD): ( )_ 4 ( )_'_7
47t Vart 6

met g het aantal gaten in D.
Een bewijs werd in 1967 gevonden door McKean en Singer.

One can hear the number of holes in a drum

Voor domeinen met hoeken draagt iedere hoek een extra factor bij
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Carolyn Gordon, David Webb en Scott Wolpert (1992):

One cannot hear the shape of a drum!
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Carolyn Gordon, David Webb en Scott Wolpert (1992):

One cannot hear the shape of a drum!

(@)

Twee niet-congruente isospectrale gebieden
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Nog een voorbeeld:

AR

3
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paper folding’:

Bewijs van isospectraliteit via

3-6

—142-5 .

folding 1

5-6+7

e

" 246

3445

folding 2

folding 3
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Bewijs van isospectraliteit via ‘paper folding':

> Gegeven een eigenfuctie A¢ = \¢ voor gebied 1 construeren we een
eigenfunctie Ay = \i) voor gebied 2 door plakken en knippen
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Bewijs van isospectraliteit via ‘paper folding':

> Gegeven een eigenfuctie A¢ = \¢ voor gebied 1 construeren we een
eigenfunctie Ay = \i) voor gebied 2 door plakken en knippen

> Bijvoorbeeld: ¢|tegell = _¢|tegell + ¢|tegel2 - _¢|tegel4
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Bewijs van isospectraliteit via ‘paper folding':

Gegeven een eigenfuctie A¢ = A¢ voor gebied 1 construeren we een
eigenfunctie Ay = \i) voor gebied 2 door plakken en knippen

> BijVOOI’bGE'dZ ¢|tegell = _¢|tegell + ¢7|tegel2 - _¢|tegel4
> — Ay = A op het inwendige van iedere tegel (want: idem dito voor ¢;

A1) = 0 op de rand van gebied 2 (want: cancelling op de vouwen).
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Steve Zelditch (2009):

One can hear the shape of a drum
wanneer die:

— een gladde rand heeft,

— convex is,
— en een symmetrie-as bezit.

Steve Zelditch
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Tot slot: Can one hear the shape of several drums?
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Tot slot: Can one hear the shape of several drums?

A.k.a. Cocktail Party Problem: Is het mogelijk reconstrueren wat
iedereeen zegt uit het geroezemoes op een cocktailparty?
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Wiskundige formulering:

Een frame in een Hilbertruimte H is een verzameling (f;)ic; met de
eigenschap dat voor alle f € H

AlF12 < S|(FIF) [ < BIIFI.
iel

Gegeven een frame (f;);c, is het mogelijk om f te reconstrueren uit
de aboslute waarden |(f|f;)| van de coéfficienten van f?
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Wiskundige formulering:

Een frame in een Hilbertruimte H is een verzameling (f;)ic; met de
eigenschap dat voor alle f € H

AlF12 < S|(FIF) [ < BIIFI.

iel

Gegeven een frame (f;);c, is het mogelijk om f te reconstrueren uit
de aboslute waarden |(f|f;)| van de coéfficienten van f?

N.B.: Fourieranalyse laat zien hoe f uit de coéfficienten (f|f;)
gereconstrueerd kan worden.
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Met behulp van methoden uit de algebraische meetkunde bewezen
Balan, Casazza, Edidin in 2006:

Stelling. Voor een generiek frame met minstens 2n — 1 elementen in
een n-dimensionale Hilbertruimte is

£ = {(F1)]} e

bijectief.
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Met behulp van methoden uit de algebraische meetkunde bewezen
Balan, Casazza, Edidin in 2006:

Stelling. Voor een generiek frame met minstens 2n — 1 elementen in
een n-dimensionale Hilbertruimte is

£ = {(F1)]} e

bijectief.

Het cocktail party probleem heeft diepe verbanden met het in 2013
opgeloste Kadison-Singer probleem uit de kwantummechanica.
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Ondertussen, in de deep karaoke community:

Original Vocals Original Accompaniment

Frequency (oms)

Time [samples] Time [samples]

Monaural mixture

Time (samplos]

Separated Vocals Separated Accompaniment

Frequency [oins]

Time [samples) Time [samples]
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Ondertussen, in de deep karaoke community:

Original Vocals Original Accompaniment

Frequency (oms)

Time [samples] Time [samples]

Monaural mixture

Time (samplos]

Separated Vocals

Separated Accompaniment

Frequency [oins]

Time [samples) Time [samples]

Let dus op wat u zegt over deze voordracht tijdens de borrel!
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